Univerzitet Crne Gore

Prirodno-matematicki fakultet
tel: +382 (0)20 245 204

DZordza Vasingtona b.b. fax: +382 (0)20 245 204
1000 Podgorica, Crna Gora www.pmf.ac.me

o 2025]01-584/2
Datum: OQ 0. Og . 2025

UNIVERZITET CRNE GORE
SENATU

CENTRU ZA DOKTORSKE STUDUE

U prilogu akta dostavijamo D1 Mr Vladimira lvanovica sa sjednice Prirodno-matematickog
fakulteta odrzane 18.03.2025. godine

S postovanjem




Univerzitet Crne Gore

Prirodno-matematicki fakultet

tel: +382 (0)20 245 204
Dzordza Vasingtona b.b. fax: +382 (0)20 245 204
1000 Podgorica, Crna Gora www.pmf.ac.me

Broj:0207§/0{’ 5‘8(1[’
Datum: QO 05 Q\OZS

Na osnovu ¢lana 64 Statuta Univerziteta Crne Gore a u vezi sa &lanom 35 stav 3 Pravila

doktorskih studija, l1zvjeStaja komisije za ocjenu polaznih istraZivanja broj 2025/01-584 od
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Usvaja se |zvjeStaj komisije za ocjenu polaznih istrazivanja kandidata MSc Vladimira
Ivanovica.
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OCJENA PRIJAVE DOKTORSKE TEZE I KANDIDATA

OPSTI PODACI O DOKTORANDU

Titula, ime I prezitne MSc Vladimir Ivanovié

Fakultet/Institut Prirodno-matematicki fakultet

Studijski program Matematika

Broj indeksa 2/2020

Podaci o magistarskom radu 2%2}601?001051{1' prsteni GICM grafova , Algebarska topologija, PMF,
NASLOV PREDLOZENE TEME

Na sluzbenom jeziku Z>-homologije prostora orbita za Gno/T"

Na engleskom jeziku Zz-homology of the orbilt space Gn2/T"

Datum prihvatanja teme i (Lf\ g
kandidata na sjednici Vijeéa \\g Q% U(L : -

organizacione jedinice
Naucna oblast doktorske Matematika/Algebarska topologija
disertacije

Za navedenu oblast maticni su sljedeéi fakulteti

Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet Crne Gore, Podgorica

A. IZVJESTAJ SA JAVNE ODBRANE POLAZNIH ISTRAZIVAN]JA
DOKTORSKE DISERTACIJE

Javna odbrana polaznih istrazivanja doktorske disertacije kandidata Vladimira Ivanoviéa pod nazivom
“Z>-homologije prostora orbita za Gn2/T"  odrZana je 03. 03. 2025. godine sa poéetkom u 10 sati
pred Komisijom u sastavu: dr Rade Zivaljevié, nauéni savetnik Matematickog instituta SANU, dy
Dorde Barali¢, visi naucni saradnik Matematickog instituta SANU, dr Svietlana Tetzié, redovni
profesor Prirodno-matematickog fakulteta UCG. S obzirom da se dr Rade Zivaljevi¢ i dr Pordd
Barali¢ nalaze u Beogradu, odbrana je organizovana u hibridnoj formi koristeéi zoom platforamu. N:
pocetlu su danovi komisije upoznati sa podacima o kandidata Vladimir Tvanoviéu koji su se odnosil
na to da je u toku dosadasnjih doktorskih studija uspjesno polozio sve predmete predvidene planom
doktorskih studija. Pomenuti predmet obuhvataju dva obavezna predmeta i tri izborna predmera, koj
su oformljeni na nacin da kroz njih kandidat ovlada neophodnim teorijama i tehnikama za dalji rad n4
doktorskoj tezi. Nakon toga je kandidat Vladimir Ivanovié izlozio osnove polaznih istraZivanja na tezl
u trajanju priblizno 40 minuta. U uvodnom dijelu je kandidat formulisao cilj rada na tezi i kroz
prezentaciju izlozio dosadasnje relevantne rezultate, a zatim I plan istraZivanja u okviru teze i dobijend
i ocekivane rezultate. Nakon izlaganja su clanovi komisije postavljali pitanja vezana za planirang
rezulatet teze, kao 1 komentarisali problematiku teze u kontekstu srodnih problema, o cemu jd
napisano u prilogu. Komisija je jednoglasno donijela odluku da je kandidat uspjesno odbranid
predlozenu temu doktorskih istrazivanja i njene ciljeve, kao 1 da je predloZena tema aktuelna §
podobna kao tema rada na doktorskoj disertaciji.
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B. OCJENA PRIJAVE TEME DOKTORSKE DISERTACIJE
B1l. ObrazloZenje teme

Predlozena tema se odnosi na izucavanje topologije prostora orbita Grasmanovih mnogostruksoti 4
odnosu na kanonsko dejstvo kompaktnog torusa. Grasmanove mnogostrukosti predstavljaju jedan od
osnovnih objekata za izucavanje problema koji su na dodiru algebarske geometrije i algebarskd
topologije. Predmet izucavanja torusne geometrije su algebarske mnogostrukosti koje se dobijaju kaqg
zatvorenje jedne orbite algebarskog torusa. Ekvivarijantna struktura ovih mnogostrukosti u odnosy
na dejstvo maksimalnog kompaktnog torusa, koji je sadrzan u algebarskom torusu, moze bit]
efektivno opisana pomocu kombinatorne strukture momentnog politopa i karakteristi¢ne funkcije
Pitanje koje se prirodno namece u ovom kontekstu jeste proucavanje ckvivarijantne topologijd
algebarskih mnogostrukosti u odnosu na dejstvo kompaktnog torusa koje se profiruje do dejstva
algebarskog torusa,  pri ¢emu familija algebarskih torusnih orbita daje, na neki nadin, dobry
stratifikaciju same mnogostrukosti. Prvi netrivijalni primjeri jesu  kompleksne Grasmanovd
mnogostrukosti Gy, 5, koja predstavljaju  dvodimenzionalne kompleksne potprostore u €™, v
odnosu na kanonsko dejstvo  kompaktnog torusa T". Kompleksnot izuéavanja topologijg
odgovarajuceg prostora orbita X, = Gy /T™ je u direktnoj vezi sa sloZenodéu dejstva kompaktnog
torus, koja predstavlja broj d=2(n-2)-(n-1)=n-3. Torusne i kvazitorusne mnogostrukosti imajy
slozenost dejstva d=0. Tema rada je izucavanje i eksplicitan opis homoloskih grupa sa Z,
keoficijentima prostora orbita X, = Gy, 2/T", s obzirom da homoloske grupe predstavljaju jedne od
fundamentalnih topologkih invarijanti.U radu na ovoj tematici baziraéemo se na osnovnimy
[pojmovima i tehnikama teorije homologija, i na rezultatima radova Buchstaber i Terzi¢ u kojima jg
konstruisan model za ovaj prostor orbita i detaljno opisani njegovi strukturni elementi.

Obrazac D1: Ocjena prijave dokrorske teze i kandidata Z



4P

UCG

UNIVERZITET CRNE GORE

ObrazacD1: Ocjena prijave doktorske teze i kandidata

B2.

Cilj i hipoteze

Glavni ciljevi disertacije su da se izvedu i dokazu sledeca tvedenja:

1)
3)
D

5)

6)
7)
)

Prostor parametara Fy komore u hipersimplesku je kompakdfikacija prostora parametara
glavnog strata Fy 1 pokazujemo da su homoloske grupe za F,; generisane naradtajima u
kompaktifikaciji prostora F, do F,.
Za homologije najveéih dimenzija vazi: Hap (X, Zo) = Z, 1 Hap_g(X,, Z,) = 0.
Homoloske grupe dimenzije manje od n — 1 su odredene lancima na granici ¥, =
Ff:l (aAnJZ)-
Nekaje ¢ lanacna X, takodaje dimc=n—1+2k +1 gdieje i(dc) €04,,1 1<
k < m — 3. Tada je lanac ¢ homologan lancu ¢ tako da fi(c") € 94, ,.
Neka je ¢ ciklna X, dimenzije dimc=n—-1+2k, 1<k <n—3.Tadaje c
homologan ciklu ¢ oblika:

¢ =¢p +ies,
gdje suc)icf ciklovi tako da cf € p72(45,,) i ¢f € pi=1(0A3,)
Izracunavanje homoloskih grupa sa Z; koeficijentima za prostor otbita X5 ,
Izracunavanje homologkih grupa sa Z; koeficijentima za prostor otbita X,
Opisati strukturu mreze, odnosno resetke aranzmana hiperravni G(n, 2) koji daje dopustive
politope, odnosno razlaganje na komore hipersimpleksa A, 5 .
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B3. Metode i plan istraZivanja

U disertaciji se izucavaju homologije prostor orbita X, sa Z,-koeficijentima. Polazi se od modela]
(Un, D) za Gupo/T™ kojije konstruisan u [2], gdje je U, = A, X F,, za glatku mnogostrukost F,,,
koja se naziva univerzalni prostor parametara, i p,: U, = X, je neprekidna projekcija. Prostor X
je kolicniki prostor za U, definisan preslikavanjem p,. Osnovni rezultat, koji je sadrzan u
konstrukeiji ovog modela, a koja je data u radu Buchstaber-Terzi¢, 1 koji se koristi u nasem
istraZivanju, sastoji se u tome da se X;; moze predstavit kao disjunktna unija prostora {Cy, X F,} .
Ovdje su C, komore hipersimpleksa A, 5 , koje odgovaraju njegovoj dekempoziciji datoj svim)
mogudim presjecima matroida, tj. dopustivih politopa. Prostori F, su prostoti orbita za t=*(Cy,)
odnosu na kanonsko dejstvo algebarskog torusa (C*)™ , gde je [i: Gy /T™ = A,y preslikavanje
indukovano standardnim  preslikavanjem  momenta Wil > Ay y. Odgovarajuéa  Celijska
dekompozicija prostora X, je data éelijskom dekompozicijom svakog prostora F,, . Karakteristicnal
preslikavanja su data karakteristi¢nim preslikavanjima Celijske dekompozicije Ay, na komore €y
karakteristicnim preslikavanjima Celijske dekompozicije F, 1 preslikavanjima koja definiu zatvorenje
strata u G5 . Naime, u Gelfand i Serganova su pokazali da je zatvorenje bilo kojeg stratuma W
unija strata W za ncko o co.§ druge strane vazi da je u(Wy) = int(F;) , sto je relativnal
unutrasnjost politopa Py C€ Ay, , nazvanog dopustivi politop. Konkretno, ako je Pz  strana
malksimalne dimenzije dopustivog politopa Py , tada stratum Wy | za koji vazi u(Ws) = int(Pg) |
pripada granici sttatuma W . Pored toga, u radovima Buhstaber-Terzi¢ dokazano je da postoji
neprekidna sitjekcija Ngg: Fs = F5 . Ako €, ima stranu maksimalne dimenzije Cg , tada vazi Cg =
N Pz za strane maksimalne dimenzije Pz politopa F; , gde je 0 € w. Posljedicne ¢emo pokazati da
neprekidna sitjekcija Ngz daje neprekidnu sirjekciju Ny, gt K = Fis -

Univerzalni prostor parametara F,, se definiSe za dejstvo torusa T* na glatku mnogostrukost M2™ |
a detaljno izucen za dejstvo torusa T™ na Gp, uradovima Buchstaber-Terzi¢. Konkretno, dokazano
je da je F, glatka mnogostrukost, difeomorfna prostoru modula Mg, stabilnih glatkih krivih roda
nula sa 7 fiksiranih razliditi tadaka. Stavise, dokazano je da postoji neprekidna sirjekeija p,: F, —
F, zasvako w . Ovo preslikavanje indukuje relacije na generatorima homolo$kih grupa prostora Fy,
sa relacija na generatotima homoloskih grupa prostora F,,. Generatori homoloskih grupa za F,, |, kao
i njihove relacije, odredeni su u radu Keel-a.
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Slozenost proucavanja prostora orbita MERSTR  § njihove homologke strukture prati sloZenost]
dejstva torusa. Homologija kvazitorusnih — mnogostrukosti Mzn/Tn , koje pripadaju  Kklasi
mnogostrukosd sa torusnim dejstvom sloZenost nula, odredena je kombinatorikom momentnog]
politopa P¥*. Homoloske grupe sa cjelobrojnim koeficijentima prostora orbita Xy, koji predstavlja
primjer dejstva torusa sloZzenosti 1 su poznate. Takode su poznate cjelobrojne homoloske grupe
Siroke klase prostora orbita dejstva torusa slozenosti 1, s obzirom da su ovi prostori sfere.
Homoloske grupe sa cjelobrojnim koeficijentima prostora orbita Xs, koji predstavlja primjer dejstval
torusa sloZenosti 2, izrac¢unate su u radovima Buchstaber-Terzic i Suessa.

Plan rada se sastoji od induktivnog opisa strukture ciklova X, za proizvoljno n i izucavanja nacina
za izratunavanje homolo$kih grupa za X, sa Z3 -koeficijentima.

Plan je ida se dobijeni rezultati primijene za izracunavanje homoloskih grupa sa Zz-koeficijentima
prostora X, koristedi gore pomenute generatore za homoloske grupe prostora Fy, i na njima
indukovane relacije iz homoloskih grupa prostora Fs. Ovaj pristup se razlikuje od pristupa
kori$é¢enih do sada koji su poznati autoru. Pored toga, plan je i da se eksplicitno opisu homoloske
orupe sa Zy -koeficijentima za X, , koje su do sada nijesu bile poznate. Prostor Xg je primjer
torusnog dejstva slozenosti 3.

Poznat je i kombinatorni opis dopustivih politopa hipersimpleksa A, ; preko aranzmana hiperravni
G (n, 2) . U okviru toga je pokazano da resetka L(Q(n, 2)) ovog aranzmana daje dekompoziciju za
A, koja je nazvana dekompozicija na komore 1 svaki elemenat ovakve dekompozicije se naziva
komora C,. Ovakva dekompozicija se poklapa sa dekompozicijom na komore koja je definisana
preko dopustvih politopa. Kako se prostor X, moze predstaviti kao disjunktna unija prostora

{C,, X F,}, rezulad o strukturi ove resetke imaju direktan uticaj na bolje razumijevanje topologije
naseg prostora Xp. Mi éemo raditi na izucavanju ovakve redetke uz pomoc¢ opstih metoda
enumerativie kombinatorike.

Obrazac D1: Ocjena prijave doktorske teze i kandidata 5
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B4. Naucni doprinos

Prvi doptinos se sastoji u opisu ciklova prostora orbita X, u sluéaju proizvoljnog n, koji bi
vodili do uspjesne primjene predstavljene metode za eksplicitno izracunavanje homoloskih grupal
za X, sa Zy -koeficijentima. Drugi doprinos se sastoji u opisu homoloskih grupa univerzalnog
prostora parametara i prostora parametara koji odgovaraju komorama u terminima virtuelnih
prostora parametara koji su odredeni dopustivim politopima koji definisu kameru.

Treci doptionos se sastoji u eksplicitnom odredivanju grupa homologija sa Z, — koeficijentima za
prostote orbita X5 1 Xg. Takode ocekuje se i doprionos koji se odnosi na opis refetke
L(g (n, 2)) specijalnog aranzmana hiperravni koji opisuje dopustive politope. Resetka L(Q (n, 2))
ovog aranzmana u presjeku sa hipersimpleksom A, 5 daje pomenutu dekompoziciju za A, , nal
komore. Znog toga se ocekuje da izu¢avanje ove reSetke moze da pruzi dodatne kombinatorne
rezultate koji ¢e omoguditi dalje izucavanje topologije prostora X,.

B5. Finansijska i organizaciona izvodljivost istraZivanja

Predstavljeno istrazivanje u pogledu materijalnih i finansijskih resursa ne iziskuje velika sredstva.
Vremenski je adekvatno isplanirano 1 realno sprovodljivo. Imajudi u vidu da su vremenski, tehnicki,
materijalni 1 finansijski uslovi adekvatni, istrazivanje se ocjenjuje kao izvodljivo u projektovanom
periodu.

Misljenje i prijedlog komisije

Kandidat Vladimir Ivanovié je jasno i matematicki taéno predstavio problematiku istraZivanja ns
tezi, kao 1 ocekivane rezultate. Kandidat je u toku odbrane polaznih istrazivanja pokazao da jd
usjesno ovladao pojmovima, tvrdenjima i tehnikama koje se primjenjuju u radu na definisanof
problematci teze. Nakon toga je uspjesno predstavio ideje i metode za rjesavanje postavljenihy
problema, kao i nadin njihove primjene koji vodi ka ekplicitnim rezultatima. Komisija pozitivn

ocjenjuje prijavljenu tema doktorske disertacije i smatra da je kandidat pokazao znanje 1 potencija
za njenu realizaciju. Komisija predlaze Vijecu Prirodno-mateamtickog fakulteta UCG da odobri na
stavak rada na doktorskoj disertaciji.

Prijedlog izmjene naslova

Nema

Prijedlog promjene mentora i/ili imenovanje drugog mentora

Nema

Planirana odbtana doktorske disertacije

2025, zimski semester

Obrazac D1: Ocjena prijave doktorske teze 1 kandidata 6
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Izdvojeno misljenje

Nema

Napomena

Nema

ZAKLJUCAK

PredloZena tema po svom sadrzaju odgovara nivou doktorskih studija. DA | NE

Tema je originalan naucno-istrazivacki rad koji odgovara medunarodnim
e LA : : 3 DA | NI
kriterijumima kvaliteta disertacije.

Kandidat moZe na osnovu sopstvenog akademskog kvaliteta i steenog znanja

da uz adekvatno mentorsko vodenje realizuje postavljeni cilj i dokaze hipoteze. DA, | B

Komisija za ocjenu podobnosti teme i kandidata

Nauéni savetnik, dr Rade Zivaljevi¢,

Visi naulni saradnik, dr Porde Baralié, ' Z‘“
Matematicki institat SANU, Stbija

i
Matemati¢ki institut SANU, Srbija @ﬂé D?M/Qéf e
il o

Redovni profesor, dr Svjetlana Terzic, éﬂ. ‘ Q//‘e/‘} L, Le)@

Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet Crne Gore, Crna Gora

U Podgorici,
13.3.2025.
DEKAN/DIREKTOR
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PRILOG

PITANJA KOMISIJE ZA OCJENU PRIJAVE DOKTORSKE TEZE I

KANDIDATA

Naucni savetnik, dr Rade Zivaljevic,

Da li se mogu dobiti rezultati u ovom pravcu primjenom
nekih standarnih homaoloskih tehnika?

Naucni saradnik, dr Dorde Baralic

sa Z, koeficijentima mogu izvesti neki rezultati sa

Da li se na osnovu dobijenih rezultata o homoloskin grupama

cjelobrojnim koeficijentima? Da li se neke od predloZenih
metoda za racunanje homoloskih grupa kompleksnih
Grasmanovih mnogostrukosti mogu primijeniti u slucaju
orijetisanih realnih Grasmanovih mnogostrukosti? Da lise na
osnovu dobijenih rezultata moze izvesti neki zakljucak o
kohomoloskim grupama, ili prstenima, sa Z, koeficijentima?
Pitanje se narotito odnosi na prostor orbita Xg.

Redovni profesor, dr Svjetlana Terzi¢

Pristup izu€avanju cjelobrojnin homolo3kih grupa prostora
X -predstavljen u radu Buh$taber-Terzi¢ se zasniva na
filtraciji ovog prostora i primjeni homeologkih tehnika.
Tehnicki je zahtjevan, ali se moZe ocekivati da sli¢an pristup
moze biti primijenjen za odredivanje cjelobrojnih homologija
prosotora orbita Xg.

U obrazloZzenju je ukazano da dobijeni prostori orbita nemaju
u opstem slucaju strukturu mnogostrukosti, tako da nema
dualnosti izmedu homologkih i kohomologkih grupa, pa se
ocekuje neki drugi pristup zadatku opisa kohomoloskih grupa
razmatranih prosotora orbita.

PITANJA PUBLIKE DATA U PISANOJ FORMI

INema

ZNACAJNI KOMENTARI

Nema
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Na osnovu ¢lana 8 stav 4, a u vezi sa ¢lanom 32a Pravila doktorskih studija, Odbor za
doktorske studije, nakon sprovedenog postupka glasanja, na sjednici odrzanoj 27. o1. 2025.
godine dao je

SAGLASNOST
i

Da se prihvati prijedlog Vije¢a Prirodno-matematickog fakulteta, broj 2024/01-2969/1 od 13.
12. 2024. godine, zaimenovanje Komisije za ocjenu prijave doktorske disertacije mr Vladimira
Ivanovica, u sastavu: dr Svjetlana Terzi¢, redovna profesorica Prirodno-matematickog
fakulteta Univerziteta Crne Gore, dr Rade Zivaljevi¢, nauéni savjetnik Matematickog instituta
Srpske akademije nauka i umetnosti, i dr Porde Barali¢, visi nau¢ni savjetnik Matemati¢kog
instituta Srpske akademije nauka i umetnosti.

OBRAZLOZENJE:

Odboru za doktorske studije dostavljen je prijedlog Prirodno-matemati¢kog fakulteta broj
2024/01-2969/1 od 13. 12. 2024. godine za imenovanje Komisije za ocjenu prijave doktorske
disertacije mr Vladimira Ivanovica, u gore navedenom sastavu.

Odbor sugeriSe kandidatu da jasnije naznadi hipoteze u narednoj fazi rada na doktorskoj
disertaciji.

Pravilima doktorskih studija propisano je da Komisija ima, po pravilu, tri ¢lana, od kojih je jedan
¢lan mentor. Clanovi komisije moraju biti iz nauéne/umjetnic¢ke oblasti iz koje se doktorska

teza predlaze. Uvidom u prijavu teme, zaklju¢eno je da je predlozena Komisija formirana u
skladu sa Pravilima doktorskih studija.

Nakon sprovedenog postupka glasanja, od ukupno 11 ¢lanova Odbora, glasalo je 9 ¢lanova—-9
glasova ZA, nije bilo glasova protiv i uzdrzanih, utvrden je prijedlog kao u dispozitivu.
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